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Un proceso con saltos

Consideremos siguiente paseo
aleatorio.

El punto inicial estd dado: Xp = x.

En cada paso se elige el proximo punto
Xi+1 de manera uniforme en la bola de
radio uno centrada en X;.

Sea Xy el primer punto que se sale de
un dominio Q C R".
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Un proceso con saltos

Dada una funcién f : R"\ Q — R, sea
u(x) = E[f(Xn)]-

La funcién u satisface la ecuacidn,

u(x) = f(x) ,x € R™\ Q,
1
u(x) = uly)dy ,xeQ
|Bl, Bi(x)

Xn



Un proceso con saltos

Dada una funcién f : R"\ Q — R, sea
u(x) = E[f(Xn)].
La funcién u satisface la ecuacidn,
u(x)=f(x) ,xeR"\Q,
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Propiedades basicas de la ecuacién

u(x) = f(x) xR\ Q,

/ (u(y) —u(x))dy =0 ,x € Q.
Bi(x)

» Se cumple el principio del maximo,

max u < max f.
Q RM\Q

» Para cada f continua existe una unica u que resuelve la
ecuacion.

» La funcién u se hace mas regular hacia el interior de €.



Caso parabdico

Consideramos un proceso estocdstico X;. Ahora t es una variable
continua. X; salta de tanto en tanto siguiendo la misma
distribucién que antes. Los tiempos en que se producen los saltos
se determinan por un proceso de Poisson de intensidad 1 .

Sea f : R" — R dada, definimos

u(t, x) = E[f(X,)].

Esta funcidon satisface la ecuacidn,

1
ur(t, x) = B Bl(X)(U(y) — u(x)) dy.
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Caso parabdico

Consideramos un proceso estocdstico X;. Ahora t es una variable
continua. X; salta de tanto en tanto siguiendo una distribucién K.
Los tiempos en que se producen los saltos se determinan por una
superposicion de procesos de Poisson.

Sea f : R" — R dada, definimos

u(t, x) = E[f(X,)].

Esta funcidn satisface la ecuacidn,

ltx) = [ (u(y) = u(K(y =) .

/ K(y) dy = +o0, K > 0.



Operadores elipticos clasicos

Las operadores diferenciales elipticos cldsicos son casos limite de
operadores integro-diferenciales.

£ = limy [ (u(2) = a()Ky —x) dy,

r—0

donde
Ki(y) = n+2 1g,(y).

(y de muchas otras maneras mas)



Operadores que satisfacen el principio del maximo

Theorem (Courrege 1965)
Sea L: C*(R") — C(R") un operador tal que,
u(xo) = r?&a'nnx u — Lu(xp) <0.
Entonces L tiene la siguiente forma
Lu = tr(A(x)D?u) + b(x) - Vu

" / (u(x +¥) — u(x) — y - Vu(x) L, (y))K (x, ) dy.
L
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Operadores que satisfacen el principio del maximo
Theorem (Courrege 1965)
Sea L: C*(R") — C(R") un operador tal que,
u(xo) = r?&a'nnx u — Lu(xp) <0.

Entonces L tiene la siguiente forma

Lu = tr(A(x)D?u) + b(x) - Vu

+ [t y) = ul) =y Vul)ls, (v))K(xy) dy.
1. Diffusion part: A(x) es una matriz definida positiva

2. Drift part: b(x) es un campo vectorial cualquiera.
3. Jump part: K(x,y) >0y [ K(x,y)min(1,|y[?) dy < +o0.



Ecuaciones parabdlicas no locales

ue(t, x) = /Rn(u(t,y) (e, )K(t,x, y) dy.

» K > 0 = principio del maximo = unicidad de soluciones.

> A veces la ecuacidn regulariza el dato inicial. Idea: la ecuacién
empuja los valores de u(x) para equipararse con el promedio
de sus vecinos.



Ecuaciones parabdlicas no locales

ue(t, x) = /Rn(u(t,y) (e, )K(t,x, y) dy.

» K > 0 = principio del maximo = unicidad de soluciones.
> A veces la ecuacidn regulariza el dato inicial. Idea: la ecuacién
empuja los valores de u(x) para equipararse con el promedio

de sus vecinos.
» La solucién va a ser mas regular que el dato inicial cuando
este efecto sea uniforme en todas las escalas.



La ecuacidn del calor fraccionaria

e(t.x) = /R (utsy) — u(t. X))y — x| "2 dy.
Notar que

(~0)7u) = ens [ (0 = uly)ly = x| dy,

(ZA)u(€) = ¢2a(¢).

El niicleo K(y) = |y|~"2% no es integrable. La integral es clasica
si s < 1/2y se entiende como valor principal si 1/2 <s < 1.



La ecuacidn del calor fraccionaria

() = [ (uley) = (e )y = x| .

Notar que
(~0)7u) = ens [ (0 = uly)ly = x| dy,

(=4)7u(€) = g a(¢).
El niicleo K(y) = |y|~"2% no es integrable. La integral es clasica
si s < 1/2y se entiende como valor principal si 1/2 <s < 1.

Un operador integro-diferencial es eliptico de order 2s cuando
K(y) = ly|="2.



Teoria de ecuaciones no locales

Infinidad de resultados para ecuaciones elipticas y parabdlicas se
extienden a ecuaciones integro-diferenciales, lineales y no lineales.

Algunos de los temas comunes son

>

>

>

Existencia y unicidad de soluciones.
Regularidad de las soluciones.
Estimaciones a priori.

Desigualdad de Harnack.
Comportamiento cuando t — +oc.
Limites asintdticos.

Muchos etcéteras.



Aplicaciones

» Procesos estocasticos discontinuos
» Matematica financiera: libro de R. Cont and P. Tankov.
» Fisica: ver articulos de R. Metzler and J. Klafter.

» Electroestatica no local. Aplicaciones al célculo de atraques
entre proteinas estudiada por un grupo en ZBl incluyendo a A.
Hildebrandt, R. Blossey, S. Rjasanow, O. Kohlbacher, H.P.
Lenhof.

» Procesamiento de imagenes. Includyendo el trabajo de S.
Osher, P. Guidotti, etc...

» Ecuaciones de fluidos. Por ejemplo la ecuacién
quasi-geostrdéfica o el problema de Muskat.

» Problemas de mecanica estadistica. La ecuacién de
Boltzmann.

» Geometria conforme. Incluyendo el trabajo de A. Chang, M.
Gonzalez

» El operador Dirichlet to Neumann.



La ecuacidon de Boltzmann

La funcién f(x,v,t) representa la densidad de particulas de un gas
fr +v-Vif =Q(f,f).

El término Q(f,f) es no-local y estd dado por la expresidn

Q(Ff, F)(v) = /R /Sdl <f(v;)f(v')_f(v*)f(v)> B(|v—v.|,0)dodv..

Es una expresién (algo complicada) que viene de la interaccién
entre las particulas del gas. Hay varias posibles funciones B
dependiendo del modelo.



Interaccidon entre particulas

/n/gd s (f(" — flw)f (V)> B(|v — v/, 0)dodv,.



Interaccidon entre particulas

or.ne = [ [ (f(v;>f(vf)—f(v;)f(v)>B(yv_ wl.6)
(f(vi)f(v) - f(v*)f(v)> B(|v — v|,0)dodv,.



Interaccidon entre particulas

o )= [ [ (760 - 1) ) 8l = wl.o
(f(vi)f(v) - f(v*)f(v)> B(|v — v|,0)dodv,.



Interaccidon entre particulas

//S< V)~ flv ) V)B(lv = v, 6)

)<f(vi) — f(v*)> B(|v — v|,0)dodv,.



Interaccidon entre particulas

0= [ (=) ey — v oo
w0 [ (A= #0)) B = il o)



Interaccidon entre particulas

Q. = [ (F/) = 1) ) itwv) v
+F(v)(b* F).

K¢ es un nicleo que depende de f a partir de una férmula integral
(también algo complicada).

b es una funcién fija que se calcula en funcién de B.



Los dos términos

El primer término

/n <f(v’) - f(v)> Ke(v,v') dv/

Es un operador integro-diferencial. Tiene la forma exacta que
discutimos antes. El nicleo Kr depende del valor de la solucién f
(la ecuacién es no lineal).

El segundo término
f(v)(bxf)

Es un término cuadratico de menor orden.



Los dos términos

El primer término

/n <f(v’) - f(v)> Ke(v,v') dv/

Es un operador integro-diferencial. Tiene la forma exacta que
discutimos antes. El nicleo Kr depende del valor de la solucién f
(la ecuacién es no lineal).

El segundo término
f(v)(bxf)

Es un término cuadrdtico de menor orden.
Usando teoremas genéricos sobre ecuaciones integro-diferenciales

se pueden derivar estimaciones de regularidad sobre la ecuacién de
Boltzmann (pero lleva trabajo).



El problema de Muskat

.........................................................................

fluido mas liviano

La interfaz y = f(t, x) entre dos fluidos de distintas densidades
sigue una ecuacién integro-diferencial no lineal de orden uno. En
este caso, para que sea parabdlica el fluido més pesado tiene que
estar del lado de abajo.



Ecuaciones parabdlicas clasicas

Una ecuacién parabdlica en formato divergencia tiene la forma
uy = div[A(t, x)Vu].

La condicién de parabolicidad uniforme es que para todo t y x,
AL < A(t,x) < AL

Este tipo de ecuaciones estd muy estudiado, incluyendo resultados
famosos de De Giorgi y Nash sobre regularidad de soluciones y la
desigualdad de Harnack.



Operadores elipticos de orden 2

El operador Lu = div[A(t, x)Vu] es autoadjunto en el sentido que

/n Luvdx = / ulvdx = — / ZAU(X)aiu(X)ajV(X) dx.
ij

La condicién AI < A(t, x) < Al nos dice que

—/ Luudx = |u]|?, :/|vu|2 dx.
Rn



Operadores elipticos de orden 2s (con s € (0,1))

Consideremos el operador integro-diferencial

Lu(x) = [ (uly) - ub)K(x.y) d

El operador L es autoadjunto cuando K(x,y) = K(y, x).

Si asumimos A|x — y|7"72 < K(x,y) < Alx — y|~"2?%, tenemos

_/R" Luudx = 1// lu(x) — u(y)\2K(X,y) dx dy,
|
~ lul}. = | / yws " axdy,
—c [lePla) de



Desigualdad de Harnack

Teorema

Consideremos un niicleo K tal que K(x,y) = K(y,x) y
Ax —y|7"725 < K(x,y) < Alx — y|7"72%. Sea v : R” — R una
funcién tal que

» u >0 en todo R".

» Para todo x € By,
/ (u(y) — u(x))K(x,y) dy = 0.

Entonces
max u < Cmin u,
By B

para una constante C que depende solamente de n, A\, Ay s.
» Es una versién cuantitativa del principio del maximo fuerte.

» Implica estimaciones de Holder.
» No requiere ninguna hipdtesis de regularidad de K con respecto a x o y.



La condicién A[x — y|7"725 < K(x,y) < Alx — y| "% es
demasiado restrictiva para algunas aplicaciones (p.ej. Boltzmann).

Pregunta

Podemos encontrar condiciones mas generales que garanticen la
siguiente relacién?

u(y) — u(x)|?
//|u(y)—u(x)]2K(x,y) dydx%/ ||(Xy)_y|n(+21|dy dx.

Nota. a = b quiere decir que existe una constante universal C tal que a < Cby
b < Ca.



Cota por arriba

La condicién K(x,y) < Alx — y|~"72° se puede reemplazar por
para todo x € R", r > 0, / ly — x|2K(x,y) dy < Ar?=2s.
B, (x

Con esta hipdtesis,

|u(
//| ) — u(x)|?K(x,y) dydx<C// |n+2s ddx

para una constante C que depende de n, s y A\ solamente.



Cota por abajo

La condicién A[x — y[~"725 <K(x,y)< Alx — y|7"72° se puede

reemplazar por
» Para todo x € R", r > 0,

/ ly — x[2K(x,y) dy < Ar¥=2s,
Br(x)

» Para todo x € R”, le| =1, r >0,

/ (- (y — )2 K(xy) dy = AP,
(x)

Conjetura

Si K es un nicleo simétrico con las hypétesis de arriba,

//| ) — u(x)[2K(x, ) dydx~//‘y)_|‘n’+25

dy dx,



